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1 Einleitung

Im Jahre 1942 entwickelte Richard P. Feynman den Pfadintegralformalismus der Quan-
tenmechanik, der sich durch seine Anschaulichkeit, insbesondere gegeniiber der Schrodin-
gertheorie, auszeichnet. Das grofie Interesse an dem Feynman’schen Formalismus resultiert
aber vielmehr aus dem breiten Anwendungsspektrum der Pfadintegrale in verschiedensten
Bereichen und der wachsenden Bedeutung numerischer Berechnungen.

Feynmans Grundidee bei der Entwicklung des Pfadintegralformalismus war anzunehmen,
dass ein Teilchen in der Quantenmechanik nicht einen, durch das Prinzip der stationdren
Wirkung ausgezeichneten, klassischen Weg, sondern vielmehr alle méglichen Wege (Pfade)
einschlagen kann, welche aber unterschiedlich stark gewichtet werden. Die Summe der Bei-
trége aller gewichteten Pfade zwischen zwei Orten ergibt dann die Amplitude der Gesamt-
wahrscheinlichkeit des Ortsiibergangs (Propagation) in einer vorgegebenen Zeit. Genau
diese Summe der Wahrscheinlichkeitsamplituden iiber alle Pfade, die im Grenziibergang
als Integral dargestellt werden kann, wird iiber das Feynman’sche Pfadintegral berech-
net. Als Gewicht wird jedem Pfad eine Phase zugeordnet, welche durch die Wirkung des
Pfades gemessen in der quantenmechanischen Einheit A bestimmt ist. Dies fithrt zu einer
starkeren Beriicksichtigung von Pfaden nahezu gleicher Wirkung (konstruktive Interferenz
bei stationdrer Wirkung bzw. Phase). Insbesondere bei den makroskopischen Systemen
der Newton’schen Mechanik fiithren die sehr groflen Wirkungen (gemessen in i) dann da-
zu, dass praktisch nur ein ausgezeichneter Pfad beitragt - ndamlich der klassische Pfad.
Das Pfadintegral eignet sich dariiber hinaus sehr gut fiir numerische Berechnungen in der
Thermodynamik, Statistik, Quantenfeldtheorie, etc. - im Gegensatz zu der Differentialglei-
chung der Schrédingertheorie. Der nichtrelativistische Pfadintegralformalismus ist letztlich
zur Schrodingertheorie dquivalent. Die Vorteile ergeben sich jedoch aus der Integraldarstel-
lung.

In diesem Skript werden wir zunéchst das Pfadintegral aus der Schrédingergleichung ab-
leiten und einige anschauliche Aspekte dieser Darstellung diskutieren, wobei wir uns aus-
schliefllich auf den nichtrelativistischen Fall beschranken. Danach werden wir den Pfadinte-
gralformalismus am Beispiel des freien Teilchens vorfithren und eine weitere Vorgehenswei-
se zum Losen von Pfadintegralen anhand des quantenharmonischen Oszillators skizzieren.
Zum Schluss haben wir noch einmal den Aharonov-Bohm-Effekt mit Hilfe des Pfadinte-
gralformalismus dargestellt. Mit dieser Auswahl an Beispielen kann natiirlich nur ein sehr
kleiner Bereich der zahlreichen Anwendungen des Pfadintegrals behandelt werden, die wir
am Ende unseres Skriptes in einem Ausblick zusammenfassen.



2 Der Propagator der Schrodingergleichung

Definition 2.1 (Propagator) Wir betrachten zundchst ganz allgemein die zeitabhdngige
Schrédingergleichung fiir eine Zustandsfunktion v : R3 x R — C:

(ihd; — H) ¥(z,t) = 0. (1)

Analog zur Greensfunktion, die schon aus der Elektrodynamik-Vorlesung bekannt ist, fiihren
wir hier eine Funktion ( darf i.a. aber auch eine 6 - Distribution sein )

K RxRxR*xR— C

ein, welche tber die folgende Differentialgleichung definiert wird und der Greensfunkti-
on der Schridingergelichung entspricht ( Diese Funktion wird auch als Propagator der
Schridingergleichung bezeichnet ):

(zh@t - H) K(J}, t, Zo, to) = Zh(sg(l’ - $0>53(t - to)

Unter geeigneten Voraussetzungen an K ( Differenzierbarkeit, Randbedingungen ) , auf
die wir hier nmicht ndher eingehen wollen, ist K zusammen mit der Anfangsbedingung
K(z,t, w0, to) = 63(x — x0) wohldefiniert.

Anmerkung Fiir die oben definierte Funktion K sind auch §-Distributionen zuléssig.
Man sieht auch bereits an der Anfangsbedingung, dass K im allgemeinen eine Distribution
sein kann, da dies zumindest am Zeitpunkt ¢y schon mal der Fall ist.

Satz 2.1 (Losung der Schrédingergleichung) Fine Zustandsfunktion

PR3 xR — C, die eine Lisung der zeitabhingigen Schrédingergleichung (1) ist, ldsst
sich mit dem zugehorigen Propagator K : R3 x R x R® x R — C, der in Definiton 2.1
eingefihrt wurde, in der Form

@/J(ZL’,Z&) = K(x,t,xo,to)@b(l’o,to)dgl'o (2)

R3
schreiben, wobei V(xg,to) eine Zustandsfunktion zu einem Anfangszeitpunkt tq ist.

Beweis Es gilt:

(ih0; — H)p(x,t) = (ihd, — H) | K(z,t, 0, t0) (w0, to)d xg

R3
= ih 53<I — $0)(5(t — to)w(])o, to)d3.§(f0
R3



Das heifit fiir ¢ # t, erfiillt (2) die Schrodingergleichung. Speziell fir ¢ = ¢, gilt:

K(Z‘,to,IQ,t0)¢($0,to)d3I0 = / (53(1‘ — I0)¢<I0,t0)d3$0 = Q/J(I,to) (4)
R3 R3
Damit ist die Behauptung fiir alle t gezeigt. 0

Satz 2.2 (Der Propagator als Matrixelement) Sei K der oben definierte Propagator,
Ul(t,ty) = e~ #H=0) der Zeitentwicklungsoperator und |x) bzw. |xo) Ortseigenfunktionen.
Dann gilt:

K(.I, t,.’ﬂo,to) = <$‘ U(t,to) ’$0>

Beweis Seien ¢, : R® — C die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators Hund E, € R
die zugehorigen Eigenwerte. Dann l6sen die Funktionen

Gn R xR — C, ¢p(,t) := gon(:(:)e*ﬁiE”t (5)

die zeitabhéngige Schrédingergleichung und bilden eine vollstdndige orthonormierte Basis.
Der Propagator K kann beziiglich dieser Basis dargestellt werden durch

K(x,t,20,t0) = Y _ an(0, to)pn(x)e " (6)

n

Dabei sollen a,, : R3 x R — C die entsprechenden Koeffizienten der Darstellung sein. Die
Anfangsbedingung lautet

K (w,to, 0, t0) = Y an(0, to)pn(x)e #0410 = §%(z — x¢) (7)

n

Hier erkennt man, dass die rechte Seite der Gleichung nicht von ¢, abhéngt. Das bedeutet es
existiert eine Funktion b : R? — C | so dass a, (o, to) = b, (70)er Pt erfiillt ist. Einsetzen
ergibt:

8 (& — o) = Z bu(20)pn(2) (8)

Diese Gleichung wird durch b,(xzo) = ¢ (xo) erfiillt ( Vollstandigkeitsrelation ). Damit
haben wir eine Darstellung von K

K(x7t7x07t0) = Zan(xo,t(])@n(x)e*%Ent

= 3 ¢ (@o)pa(w)e T B (9)



welche die Gleichung (2) samt Anfangsbedingung erfiillt. Nun braucht man nur noch weiter
umzuformen:

K((L’7 t, Zo, tO) = Z ¢Z($O)¢n(x)e—%En(t—to)

= 3 {al Ba) (Bl o) e Hn70)

n

= 3 (a] e B0 |B,) (B, o)

n

= Y (af e A0 | B (B, o)

n

= (o] e B0 )

(x| U(t,to) |wo) (10)

Damit ist die Behauptung gezeigt. 0

Satz 2.3 (Kompositionsgesetz fiir den Propagator) Se: K der oben definierte Pro-
pagator, (tx)ren eine beliebige reelle Folge mit to := to,tgr1 > tg fir k = 0,1...N-1 und
ty ==t (also ein Zeitgitter ) sowie xn = x € R und xy := xo € R? fest. Dann gilt:

N-1

K([E,t,l’o,to):/ dsl‘N_l.../ d3l’1HK(ZL’k+17tk+1,[Ek,tk)
3 R3 0

R

Beweis

K(I,t,l’o,tg) = <$|U(t,t0)|l’0>
= (w|em#HU70) ) (11)

Da [H,H]=0 gilt, darf man die Funktionalgleichung fiir die e - Funktion folgendermafen
anwenden :

e wH—to) _ = H(tn—to)
_ 6—%ﬁ((tN—tN—1)+ ------- +(t1—to))
— e RHEN—tN_1) e H (01— t0)
— e #HON—tvo1) e~ wH(ti—to)
N-1
_ o+ H(ter1—tk) (12)
k=0



Jetzt kann die Gleichung (12) in die Gleichung (11) eingesetzt und anschliefend die Vollstandig-
keitsrelation fiir die Ortsfunktionen (N-1) - mal eingeschoben werden :

N-1
K(.T,t7$0,t0) = <'T| H 6_%H(tk+1_tk) |[E0>
k=0
N-1 o
= / d3.CEN_1.../ dgﬂfl H <$k+1’ 6_5H(tk+1_tk) |$k>
R3 R3 k=0
N-1
= / dngl.../ d3131 H K(xk+1,tk+1,xk,tk) (13)
R3 R3 k=0
Damit ist die Behauptung gezeigt. 0

3 Die Pfadintegralformel von Feynman

Im folgenden soll das Ergebnis aus Satz 2.3 ( Kompositionsgesetz ) weiter ausgewertet
werden. Aber zuerst betrachten wir kurz zur Wiederholung die Impulseigenfunktionen

¥, : R® — C und die dazugehorigen Eigenwerte p € R? in der Ortsdarstellung, welche die
Eigenwertgleichung pi,(z) = pi,(x) erfiillen miissen:

Lemma 3.1 (Impulseigenfunktionen) Mit den obigen Bezeichnungen gilt ,(x) = h3en®e),
Dabei ist (.,.) : R® x R® — R das euklidische Skalarprodukt.

Beweis Der Impulsoperator lautet p = %V. Einsetzen ergibt:
. h
pup(z) =pihy(z) & —Vip(x) = prp(z)
= Y(z) = Aen @) (14)

Dabei ist A € C eine Konstante, die sich z.B. aus der Vollstéandigkeitsrelation ergibt:

/ iy ()ep(y) = / PBpA* Aeh @)
R3 R3

Bk
= hPA*A / T @) it p = hk
R3

(2m)?
= Pz —y) (15)

Aus dieser Bedingung erhélt man A = h=3% und damit
Uylx) = (] p) = h-2er @ (16)
Das entspricht der Behauptung. 0

Neben dem obigen Lemma werden wir im folgenden auch noch eine Formel benétigen,
die auf Baker, Campbell und Hausdorff zuriickgeht :



Lemma 3.2 (Baker-Campbell-Hausdorff - Formel) Fiir zwei lineare Operatoren A
und B sowie 0 < € € R gilt

2
66A+EB — eeAeeBee X7

wobei X = 1[B, Al — € (3[B, B, A]] — +[[B, A], Al + ...)...) ein Operator ist, dessen Taylor-
rethenentwicklung Kommutatoren von A und B enthdlt.

Beweis : Der Beweis kann einfach direkt gefiithrt werden, indem man die entsprechenden
Taylorreihen der auftretenden e - Funktionen bildet und ausmultipliziert. Wir fithren dies
hier bis zur Ordnung 2 in € vor ( Einen exakten Beweis findet man in [7] ). Die Entwicklung
der rechten Seite der Gleichung lautet:

2
eeA—i-éB:1+6<A+B)+%(A2+AB+BA+BQ)—|—... (17)

Fiir die linke Seite gilt entsprechend:

62

2 2
eAePe™ = (1+eA+ %AQ +..)(1+eB+ %BZ + .1+ E[B’A] +..)

62 62 62
= 1+eA+eB+ a[B,A] +§BQ+ §A2+52AB+...

2
= 1+e(A+B)+ %(A2+BQ+2AB+ (B, A]) + ...
2
= 1+e(A+B)+%(A2+AB+BA+BZ)+... (18)
Ein Vergleich der Gleichungen (17) und (18) liefert die Behauptung. 0

Die Idee der weiteren Vorgehensweise ist, die Sitze 2.2 und 2.3 ( Propagator als Matri-
xelement des Zeitentwicklungsoperators bzw. das Kompositionsgesetz fiir den Propagator)
zu verwenden, um einen Ausdruck fiir den Propagator ableiten zu kénnen. Der folgende
Satz ist etwas technisch - die Bedeutung wird aber dann im weiteren noch deutlich werden.

Satz 3.1 Sei K der Propagator der Schridingergleichung mit dem Hamiltonoperator

H = T+V und den Operatoren T fiir die kinetische Energie bzw. V fiir das Potential, wobei
T nur von dem Impulsoperator p und V nur von dem Ortsoperator x abhingen soll, und m
die Masse eines Punktteichens, dann gilt unter geeigneten Voraussetzung an H=T+V :

A i (7R

K(xlﬂ-f—h tk-‘rh Tk, tk?) ~ ((27Th)3

mat € = tk+1 —tk 75 0, vk .



Anmerkung Wir haben die Formulierung, dass der Satz "unter geeigneten Vorausset-
zungen an H = T+ V ¢ gilt, deshalb gewiihlt, weil ( zumindest uns ) nicht bekannt ist,
unter welchen scharfen Voraussetzungen der Satz gilt. Wir konnen allerdings erwihnen,
dass die Forderung, dass H nach unten beschréankt ist, hinreichend ist. Wir bringen jetzt
keinen mathematisch sauberen Nachweis dafiir, dass diese hinreichende Bedingung wirklich
gilt, sind aber dennoch bestrebt dies zumindest zu motivieren. Daher haben wir uns (fiir
die leider etwas unsaubere, aber recht intuitive ) Schreibweise mit ”O(e2)“ entschieden.
Eine sehr gute mathematische Begriindung des Pfadintegralformalismus findet man z.B. in
einem Habilitationsvortrag von M.Pflaum [6] mit dem Titel “Gibt es in der Mathematik
ein Pfadintegral 7¢.

Beweis Nach Satz 2.2 gilt ( U ist wie in Satz 2.2 der Zeitentwicklungsoperator )

K(zpi1, tesrs Ty te) = (Tpgr| Utes, te) |2) = (X | e~ nhex |zk)

= (wppa] e FTETEVR [) (19)

Nun ist leider im allgemeinen [T, V] # 0, weswegen man die Funktionalgleichung fiir die e
- Funktion nicht anwenden kann. Vielmehr gilt nach Lemma 3.2

6—%(T+V)€k — 6—%T€ke—%veke—%X€i’ (20)
wobel X = S[—iT,—2V] — ¢ (3[—3T, [—3:T, —+V]] — §[[-:T, =1 V], —2V] + ..)...) ist
Einsetzen in Gleichung (19) ergibt :

K(tpp, g, o te) = (zppa] e 770 |ay)
= (2] e~ 7 TP)er o=V (@)er ,—F Xef |,)
~ (T | e B TPk eV @ |7,y OEG) (21)

Wie schon in der obigen Anmerkung beschrieben wurde, arbeiten wir hier nicht streng
mathematisch. Man kann sich aber - wie gesagt - fiir nach unten beschrénkte Operatoren
iiberlegen, dass man auch konsequent argumentieren kann. Im folgenden wird mit Glei-
chung (21) weitergerechnet, wobei die Vollstéandigkeitsrelation fiir die Impulseigenfunktio-
nen sowie Lemma 3.1 benutzt wird :



K (Tps1, thrr, Tn, ty) & <9Ck+1|€ T @)k o=V (@) |z1) € O(e)
h €k (p hekV(Ik) 0(62)
<37k+1|€ |, >€

2

R3
L6 "FV(:C ) .
/ i (wsr pi) (o loe) e | (B )> £O(E)
R3

. i ( 7k
_ / d3pkh 3 ,ipk,mkﬂ)h—ge—fl(m,xk)ehek(mlffrv(xk))) 6(Q(ei)
R3

. i v},
_ (2 1h)3 \/d3pk€;bpk(l'k+l—xk)eﬁek(?rlfl+v(xk))> e(’)(ei) (22)
T
Damit ist die Behauptung gezeigt. 0

Basierend auf Satz 3.1 kommen wir zusammen mit dem Kompositionsgesetz fiir den
Propagator zu folgendem Satz:

Satz 3.2 (Integraldarstellung des Propagators) Sei V : R?> — R ein gegebenes Po-
tential. Weiter sei

t
S RExRExRxR—R | S(z,p,to,t) ::/dt’[(p,i’)—H(x,p)]

to

die klassische Wirkung fiir ein Teilchen der Masse m im Potential V, wobei

2
H:RxR—R , Hzp) =2 +V()
2m
die zugehdrige klassische Hamiltonfunktion ist. Wenn nun K der Propagator jener Schrodin-
gergleichung ist, die obiges Teilchen im Potential V quantenmechanisch beschreibt, dann

gilt unter geeigneten Voraussetzungen an V :

N-1 gl d®p J
. \ . k #S(@p,to,t)
s (s [ ) (i T [, 23]

Beweis Man beginne mit dem Kompostitionsgesetz ( Satz (2.3) ) und verwende anschlie-
Bend den Satz (3.1), um einen Ausdruck fiir den Propagator K zu bekommen ( dabei werden

10



die Bezeichnungen aus den Sétzen (2.3) und (3.1) weiterverwendet):

N-1
K (z,1, x0,t0) :/ d3$N1-~-/ &Pz H K (ki1 thrr, Ths tr)
R R? k=0
N-1r 1\ N-1
- / d’wy K(Tpy1,thyr, Tes t)
k=1 L/R? 1/ k=0
Nfl B T N*l . 2
~ / dgftk 1 /d3pkeépk(xk+1—xk)€_hek(;};+V(m’“)> cOLeR)
e ) Ly
N—-1 B N-1 3 B ) i 2
= / d>xy, [/ P prPr@rp1—ay) (57]3“/(”)) LO()
k=1 L R3 h k=0 R3 (27Th>3_
—r h - N 2
= k
k=1 " R3 . k=0 R3 (27Th>3_
N1 N1 N—-1 i€y, z —x 2
= cO(2) {/ d3xk} H {/ *pr ]ef{PkW—(;i—FV(xk))}
k=0 k=1 R3 k0 R3 (27Th)3
N-1 N-1 N-1 N=1,, T —z 2
= (I (T[] ) (I [ ] )0 e
k=0 k=1 /R ko L/R3 (2mh)?
(23)

Bei der letzten Umformung wurde noch die Funktionalgleichung fiir die e - Funktion ge-
nutzt, was natiirlich méglich ist, da im Exponenten nur komplexe Zahlen stehen. Man
beachte, dass wir das Zeitgitter bzw. die Folge (ex) beliebig gewihlt hatten. Die einzige
Bedingung an diese Folge war, dass Z,f;ol €x = t — to gelten soll. Es hindert uns also
nichts daran das Zeitgitter beliebig fein werden zu lassen - d.h. wir lassen die Feinheit
Emax ‘= ml?x{ek} gegen 0 gehen. Es soll nun beobachtet werden, was mit den einzelnen

Termen in Gleichung (23) passiert, wenn man den Grenziibergang durchfiithrt. Wir begin-
nen mit dem Ausdruck :

N-1 N-1
lim O = lim Xm0 O = [im Ok &)
€maz—0 k=0 €maz—0 €maz—0
N-1
— l'Lm eo(emaw Zk:O ek) — llm GO(EWLaz(t_tO))
€maz—0 €maz—0
= lim Ome) =1 (24)

€maz—0

Nun muss noch betrachtet werden, wie sich der Exponent des Integranden in Gleichung
(23) unter dem Grenzprozess verhilt :

e )] )

€maz—0 €k

11



Zunéchst gilt nach dem Mittelwertsatz

lim TR TR) (26)
€maz—0 €k

Auflerdem wiirden wir gerne die Definition des Riemannintegrals einsetzen - dann wird aus
der Summe iiber k ein Integral {iber t. Es bleibt nur noch fraglich, ob wir gleichzeitig den
Grenziibergang aus Gleichung (26) und den Grenziibergang von der Summe zum Integral
machen diirfen. Aus der Mathematik ist bekannt, dass dies iiber kompakten Intervallen
moglich ist - wir haben aber hier ein kompaktes Intervall [to,t] , iiber das wir integrieren
mochten. Daher gilt :

N-1. R 9
: iep [ (wen — ) (P _ 1/ . (P
anali”go; N [pk o (2m+V(m) =5l di’ |pi — | 5~ + V()

= 5 Slapto. (27)

Einsetzen der Gleichung (24) und (27) in die Gleichung (23) ergibt

N-1 N-1 &
~ ; 3 ; k #S(@,pito,t)
K(x,t,zo,t0) ~ (152_7];&0 11 {/Rad :zzk}) (]\lfll?go 11 [/R3 (27?71)3]) en (28)

Wenn alle Grenzwerte existieren bleibt zu hoffen, dass man das “~* durch ein “=* ersetzen
kann. Wie bereits weiter oben erwéhnt lésst sich fiir nach unten beschrankte Hamiltonope-
ratoren zeigen, dass dies gerechtfertigt ist ( vgl. [6] ).

Damit ist die Behauptung gezeigt. 0

Bevor wir jetzt zur angestrebten Pfadintegraldarstellung kommen, fiithren wir noch eine
sehr sinnvolle Definition ein, die zunéchst zur iibersichtlicheren Darstellung der kommenden
Formeln dienen und spéter dann auch eine anschauliche Form der Pfadintegraldarstellung
liefern wird, die die wesentlichen Terme hervorhebt und eine physikalische Interpretation
leichter machen soll.

Definition 3.1 (Pfadintegral) Sei £ die Menge aller endlichen Folgen mit Elementen
aus R, wobei €4, := m]gzx{ek} die Feinheit einer solchen Folge (€x) sein soll und

0 <m € R. Weiterhin sei F : L x L — C eine Funktion, so dass der Grenzwert

N-1 P
lim H / — = | F((zo, 21, .oy ), (€0y ooy En—1))
€maz—0 k0 R3 ( m )75
2miegh

12



fir alle Folgen (e, ...,en—1), mit Zf:l er =t —to € R, existiert und eindeutig ist. Dann
definieren wir

N-1

m dgl'k
Da F:= lim ! / U
/(Cﬂo,to)—%fmt) €maz—0 (277'@60h) H R3< . )_g

Njw

k=1
2mierh

Wir kommen nun endlich zur Feynman’schen Pfadintegralformel, die sich mit der obi-
gen Definition in einer eleganten Form aufschreiben lésst :

Satz 3.3 (Pfadintegraldarstellung von Feynman) Sei V : R* — R ein gegebenes
Potential. Weiter sei

t
S:RExR*xRxR—R |, S(z, i, tg, t) = / dt'L(x, i) (29)
to
die klassische Wirkung fiir ein Teilchen der Masse m im Potential V, wobei
2
L:R*xR*—R , L(z,i) ::%—V(x)

die zugehorige klassische Lagrangefunktion ist. Wenn nun K der Propagator jener Schridin-
gergleichung ist, die obiges Teilchen im Potential V quantenmechanisch beschreibt, dann
gilt unter geeigneten Voraussetzungen an V :

K(z,t,xq,t9) = / Dax ernS@itot) (30)

(xU 7t0)_’(x7t)

Anmerkung Man beachte, dass die Wirkung S hier wirklich von x und & abhéngt und
iiber die Lagrangefunktion definiert ist - im vorigen Satz war S allerdings noch von x und
p abhéngig.

Beweis : Ausgehend von Satz 3.2 ( Integraldarstellung des Propagators ) sollen die
Integrationen iiber die py ( Bezeichnungen wie in Satz 3.2 ) explizit durchgefiihrt werden :

N-1 N-1 d3p
_ . 5 ] k £8(z,pitost)
K(x,t,x0,t0) (AZIZ_TLLO [/RS d xk}) (1{,@_71}0 11 {/ﬂ@ (gﬂhﬁ}) en

(2mh)3

/d3pN_1 / &y e;;z{gek((pk,m—(%wuw))
i

oy 43 Ne1( ey o icp(g.pr)  icgV(zg)
= lim By, PN L AP ezk:o( 2 Pk h >
R3 R3

(27h)?

(31)



Um das Integral

3 3 N-1(_ i ieg (g, pp) _iepV (wp)
/ d’py—1 / d’po ezk:O (—;:fhpi-y“k s — SRk )
rs (2mh)3 " Jrs (27h)3

zu berechnen, benutzen wir die folgende Formel fiir das Integral

/ o200 gy = (1) e, (32)
R3 a

die fiir a,c € C, b € C? und = € R3 gilt. Durch sukzessives Anwenden von (32) findet man:

3 3 N—1 ie iep (&1,pp) iR V(zy)
/ de*l / (dpo ezk:O (‘%fhpi"' k hkpk - kh . >
R3 R3

N|w

2rh)3 2mh)3
(
639&2 )

:l/‘(Plenl/) d%ﬂ—ezﬁi(_%%ﬁ+““?m“‘“Mg%d : ( - )ge_ggl_m%ﬁw

rs (2mh)3 Jrs (27h)3 (2mh)3 \ 5

3 ma2

_ / d3pN—1 / d3p1 6221:711 (7%pi+zek(z}{c,pk)716]6\/&(1;@)) m 2 6%60( 207‘/(20))

rs (2mh)3 Jrs (2wh)3 2miegh

- 3 i ma
- ﬁ m_) e%zgi’lek(%‘v‘”)) (33)
N s 2mieLh

Wenn man dies in Gleichung (31) einsetzt, erhélt man

N-1 N-1 S\ isn-r, (mE
KGotoot) = 1 IT | [ #al (H () )z (2 vion) g
k=1

€maz—0
k=0

Wie schon in Satz 3.2 ( Integraldarstellung des Propagators ) wird die Summe im Expo-
nenten des Integranden im Grenziibergang wieder zu einem Integral. Dabei ergibt sich

N-1 N-1 m 3 o ,(miz ( )>
K " " _ li d3 e ¥y dt ——V(z
(I7 0 0) Emzzc?lo el [/]I@ Ik:| (H <27T26kh> ) c ’

k=0
8 N-1 5
2 .
—um (T Tk | ts@aton
€maz—0 27T7/€0h he1 R3 m _%
2miegh
_ / Dy ehS(@i o (35)
(zo,to)—(z,t)

Damit ist die Behauptung gezeigt.
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4 Physikalische Interpretation des Pfadintegrals

Bedeutung des Propagators Der in Definition 2.1 eingefiihrte Propagator K lasst - wie
in Satz 2.1 gezeigt - die direkte Berechnung der Losung ¢ (x, t) der zeitabhéngigen Schrodin-
gergleichung zu, K “propagiert” den Anfangszustand in den Endzustand. Mit ¢(x, ) lassen
sich dann natiirlich wie gewohnt die Eigenwerte beliebiger Observablen berechnen. Man
besitzt mit K (z,t, xo, to) und 1 (xg, to) also alle Informationen iiber das betrachtete System.

Physikalische Motivation fiir die Umformungen in Kapitel 3 In Satz 2.3 ( Kom-
positionsgesetz ) fithren wir ein Zeitgitter ein. Wir diskretisieren also zuerst die Zeitachse,
fithren dann einige Berechnungen durch, die auf diese Weise einfacher werden und machen
schliellich wieder den Grenziibergang zum Zeitkontinuum. Der zerlegte Propagator K wird
auf ¢ (g, tp) angewandt, indem die durch die Zerlegung von K entstandenen Integrale nach-
einander ausgewertet werden.

Natiirlich kann das Teilchen den Weg zwischen zwei Zeitpunkten und zwei festen Orten
auf verschiedenste Art zuriicklegen. Hier ist ein anschauliches Gedankenexperiment ange-
bracht:

Wird ein Doppelspalt mit Spalten A und B von einer Einzelelektronenquelle beschossen, so
werden die einzelnen Wahrscheinlichkeitsamplituden ¢4, ¢, die durch beide Wege iiber die
Spalten A und B charakterisiert sind, zur Gesamtwahrscheinlichkeitsamplitude ¢ = ¢4 +¢p
addiert. Stellt man dahinter einen weiteren Doppelspalt auf, so ergeben sich vier Wege, also
vier Wahrscheinlichkeitsamplituden, die zu addieren sind. Nun kann man so viele Doppel-
spalte aufstellen, wie man mochte. Anstatt der Doppelspalte kann man sich jetzt ein Gitter
mit N Spalten vorstellen, und man kann sich sogar beliebig viele Spalte in einem Gitter vor-
stellen. Schliefflich kann man den Grenziibergang durchfiihren und man erhélt ein Integral
“iiber alle Wege*.

Interpretation der Pfadintegraldarstellung Die Pfadintegraldarstellung des Propa-
gators in Gleichung (30) kann als ein solches “Integral iiber alle Wege* interpretiert wer-
den. Sie liefert dabei eine anschauliche Verbindung zwischen klassischer Mechanik und
Quantenmechanik. Entscheidend ist hierbei die Gewichtung der einzelnen Wege durch den
Phasenfaktor e#S®#%4 mit der klassischen Wirkung im Exponenten.

Fiir die klassische Trajektorie nimmt S|z, &, to, t] ein Minimum an, die Funktionalableitung
% ist an dieser Stelle Null. Wege, die der klassischen Bahn unmittelbar benachbart sind,
tragen also in etwa genauso zum Pfadintegral bei wie die klassische Bahn selbst. Betrach-
tet man die Gewichtungen der anderen Wege, so wird die Wirkung gréfler sein, als die des
klassischen Weges. Fiir einen beliebigen dieser Wege C gibt es dann auch einen Weg Cj,

dessen Wirkung um hAm grofler ist als die Wirkung von €. Damit erhilt man dann:

e#S(C) _ o#1S5(Co)tim _ _ ,15(C2)
Diese beiden Beitrige zum Pfadintegral heben sich also auf, genauso wie sich auch alle

weiteren Beitrdge von Wegen (nahezu) auftheben, die deutlich von der klassischen Bahn
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abweichen. Im klassischen Grenzfall liefert also auch nur der klassische Weg einen Beitrag
zum Pfadintegral. Insofern kann man auch umgekehrt argumentieren, dass sich das klas-
sische Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung aus dem Pfadintegralformalismus als
Grenzfall ableiten lasst.

Bei quantenmechanischen Systemen, deren Wirkungen im Bereich von Ar liegen, spielen die
Beitrdge der Wege aus der Umgebung der klassischen Bahn allerdings eine entscheidende
Rolle.

5 Anwendungen des Pfadintegralformalismus an kon-
kreten Beispielen

Satz 5.1 (Das freie Teilchen) Sei 0 < m € R die Masse eines Teilchens im Potential
V = 0 - die Lagrangefunktion ist dann also durch L = ™= gegeben. Wenn to,t € R und
2o, x € R? ist, dann gilt fiir den Propagator des freien Tezlchens

3

m 2 im (z—zg)?
K(.ﬁl?,t,.ﬁl?o,to) = (m) ez2h t=tg

Beweis : Wenn man die Lagrangefunktion fiir das freie Teilchen in Satz 3.3 einsetzt,
bekommt man :

/mz

K(z,t,x0,t9) = / Daei i @ (36)
(zo,to) —(z,t)

Um dieses Integral auszuwerten benttigt man zunéichst eine reelle Folge (e), die die Be-

dingung Z,ivzfol e =t — to erfiillt. Mit einer solchen Folge findet man dann zusammen mit

der Definition 3.1 durch Einsetzen :

3 |N—-1
3 . .2
. m 2 d T i [t d¢ mz
K(x,t,zg,t9) = lim , _— e Jio 4%
emaz—0 \ 2T1€0h R (o 2
| N 2mierh
Ed -N—l 3 2
m 2 d’x N-1 Tht17Tk
— l/lm : H —k_3 eh k=0 k73 ( €L > (37)
€maz—0 27T260h k1 R’S( m )7
| "= 2mieh

Im letzten Umformungsschritt wurde das Integral im Exponenten wieder als Summe ge-
schrieben, wobei im Prinzip die Umformungsschritte aus den Gleichungen (34) und (35)
aus der Herleitung des Pfadintegrals wieder riickgingig gemacht wurden. Man kann nun
die auftretenden Integrale mit dem Prinzip der vollstédndigen Induktion nach N berechnen.
Dazu definiert man eine Funktionenfolge

_ 2
i ~N—1_ m [ Th4+1 Tk
IN R3XR3XRXR : ||/ _— 6h2k:06k2( €k )
R3 m 7

Qﬂ'ZGk FL

fir N € {n € Njn > 2} .
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Induktionsanfang: N = 2 Fiir N = 2 gilt nach der obigen Definition von I :

3
m 2 im 2 2
I, = ( 5 h) / Py 2eor (71— ol (wamen) (38)
TiEY R3
Zur Auswertung kann wieder die Formel (32) genutzt werden :
m 3 im (xl—ml 20)+28) | im (23 —2(wg,21)+27)
7€
3 2
)’ (e )i-Carvi) ()
— l‘le ﬁ =) €1 €0 €0 €1
27Ti61h
3 5 2 —1 2 2
2 im | _ (20 4 T2 1,1 o 4 %2
(2) ( m ) 62h|: <€O+61) (€O+61) +(60+61>:|
2mie h S - 2}%1
3 3 2.2 o 2
) _ 3 im | —T0€] —2€0€1T0T2—€pT 2 el(€0+el)zo+€0(50+él)z2)
_ ( m 76061 62ﬁ |: egeq (eg+er) + epe1(eg+er)
2mierh ﬂ (€0 + €1)
2R \C0 1
3 3
m 2 _7T€O€1 2 __im (z2—20)?
— - e2ﬁ(eo+el) 2 0
2mierh % €0+ €1)
€+ € El __im 2
_ 0T ) " pomtegrep (72-%0) (39)
€o

Damit ist der Induktionsanfang gezeigt. Die Behauptung gelte nun auch fiir N . Dann folgt:
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Induktionsbeweis Nach der Definition der Funktionenfolge (/) zusammen mit der
Induktionsvoraussetzung ergibt sich

3
m 2 _im _ 2
Iny = ‘ d3fI/'N_[N€2h’EN($N+1 zN)
2mienh R3

—3 —1
3 _ == N-1 . .
mo\? e e | 2 (an—w0)+ g (e 41-TN)?
= Ery — e \k=0
2mienh
R3 — €0

k=0
-1
-3 N-1 2 2
3 _ fnt>) . 2 2 IN+172IN+1ZN+ZN
m 2 (3 e\ 3 gg{(k:oek) (e —2eveotad) + N
= 5 5 g — d’xye
e €
N k=00 RS
N
N-1 T\ 2 N—1 \ 7! 2 2
€ ) 1 2 2w9 | 2EN+1 zH TN+1
m<zj) e <<k206k> Ty TN ey VT NS T
k=0 3 > ek €k
= -~ 7 / d°xne k=0 k=0
2mienh R3
(40)
Analog zur Integralauswertung beim Induktionsanfang verwenden wir wieder Formel (32).
r 2
2z 2N 41
N-1 €N
kzosk a3 I?v+1
rm =
Z1y & 5 %h | TN _11+N*1+€N
N-1 ( €k> +en > <k
m( T =
€0
k=0 T
e L

I =
N 2mienh ‘ (N—l >_1 ,
—um €L + o~
2h = ~

njw

2
VR
—
+
2
> =

L

M

=
N——
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Damit ist der Induktionsbeweis vollbracht. Durch Einsetzen der nun bewiesenen Indukti-
onsbehauptung in Gleichung (37) erhalten wir :

€maz—0

(I, , L0, 0) m ( i€0h> N

3 /N-1 %3 Nt -, 2
) m 2 €L Z €L %(IN—CC())
lim , E — e \F=0
€maz—0 27T7/€0h

k=0 0
3
2

N-1 -1 ) 9

1 m (o

m e E’rrng’,f;’L"O k;o ok 2h (I mO)
N-—1

2mih lim Y e
k=0

€maz—0

(42)
N-1

Wir nutzen jetzt die Bedingung > ex =t — ¢y und erhalten:

k=0

3
m 2 m (z—2g)?
K(x’t’x[)’to) = <m) e2n  t—tg

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Anmerkung Im Exponenten der e - Funktion findet sich die klassische Wirkung

t t _ 2
S(x,xo,t,to):/ T’UZdt/:/ m (x x()) dt’ =
2 2

m (x — xg)?
to t— tO

2 t—t

wieder. Wir mochten an dieser Stelle ohne Beweis anmerken, dass K fiir eine Lagrange-
funktion, die ein Polynom 2. Ordnung in x und # ist, immer von der Form

i [t . /
K (3,1, 70, t0) = A(t, to)eh Jio F@D

ist, wobei die Funktion A : R x R — C nicht mehr von z, xy abhéngt. Dies ist auch im
folgenden Abschnitt am Beispiel des harmonischen Oszillators zu sehen.
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Satz 5.2 (Der harmonische Oszillator) Sei 0 < m € R die Masse eines Teilchens im
Potential
mw?x?
2 9
md? mw?z?

- die Lagrangefunktion ist dann also durch L = 75~ — ™% gegeben. Wenn to,t € R und

xo,x € R? ist, dann gilt fiir den Propagator des Teilchens im harmonischen Oszillator :

V:R—R , V(z)= we R

3
mw 2 (1#[(z2+$2)cos[w(t—t0)}_2$$0])
K (2,1, 20, t0) = | —— T
(, 1, 0, to) <27‘r2h82n[W(t—to)]) ‘

Beweisskizze Nach Satz 3.3 gilt fiir den gesuchten Propagator

i rt . ’ i [t md:g_'mw2a:2 /
Dy ef Jig £EDW / D ei o "2 = (44)

(zo,to)—(z,t)

K<x7tax07t0> = /

(J?() ,to)—>(l‘,t)

Um das Integral zu 16sen machen wir den folgenden Ansatz :

Wir definieren y : R — R? durch y(¢) := x(t) —zwu(t) , wobei 7 : R — R? die klassische
Trajektorie sein soll. Damit gilt zunédchst x = xy; +y und somit Dx = Dy. Durch Einsetzen
in Gleichung (44) und Anwenden des Transformationssatzes fiir Integrale erhélt man

; P2 242 ;2 2,2
[y e (P =g g (2 ) i mePan |
K(l’,t,flfo,to) = Dye

(330 7t0)*>(x’t)

(45)

Durch partielle Integration des letzten Integrals im Exponenten findet man

¢ t
/ dt'(ma gy — mw’cy) = [mabkly]io — / dt' (miwy + mw?zy) = [mx'kly]io (46)

to to

Die letzte Umformung gilt wegen der klassischen Bewegungsgleichung miy,, + mw?zy, = 0.
Weiterhin kann man noch [m:tkly]io = 0 nutzen, weil nach der Definition von y gerade

y(t) = y(to) = 0 gilt. Das heif3t ftz dt' (mapy — mw?xyy) = 0 und damit

. 4 t 2 L1'/27mw2y2
K(I’, t, I'(], t(]) — e%skl(xkl,ikl) / Dy eh fto dt ( 2 2 )’ (47)

(IO 7t0)4’(xvt)

wobei Sk (xy, 1) die klassische Wirkung der klassischen Trajektorie ist. Wir mochten hier
die klassische Wirkung fiir das Teilchen im harmonischen Potential nicht herleiten, sondern
setzen das Ergebnis

2sin [w(t — to)]

Ski(Tr, Try) = [(z* + x3)cos [w(t — to)] — 2x20] (48)
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als bekannt voraus. Um das noch verbleibende Pfadintegral iiber Dy auszuwerten benutzt
man eine trickreiche Umformung. Man zerlegt y(t) in eine Fourierreihe

_ ; 4 sin (:_”ZJ (49)

Dabei soll (a,) eine reelle Folge sein ( die Entwicklungskoeffizienten ). Man kann zeigen,
dass mit dieser Zerlegung

¢ t—t 2 —t
/ dri () = 5 0 Z (t 717; an) und / dry?(t 0 Z 2
to n 0 to

gilt. Diese Relationen kénnen in Gleichung (47) eingesetzt werden. Danach kann das Inte-
gral analog zu der Berechnung des Propagators des freien Teilchens ausgewertet werden,
wobei man wieder die Gleichung (32) nutzt. Das ist eine lingere Rechnung und bringt keine
neuen Aspekte, wenn man das freie Teilchen schon betrachtet hat. Daher geben wir direkt
das Ergebnis an

/ Dy i () ( e ) (50)
(z0,t0)— (1) 2mihsin(w(t — ty))

Wenn man die Gleichung (50) zusammen mit Gleichung (48) in die Gleichung (47) einsetzt,
erhdlt man

3

mw 2 (i-$[($2+x2)005[w(t—t0)}—2:1?330])

K t t = h 2sin[w(t—tg)] 0
(2,1, 20, %) <2m'hsz'n [w(t — to)]) ‘

Damit ist skizziert, wie man die Behauptung beweisen kann. 0

Anmerkung Um das Ergebnis fiir den Propagator des harmonischen Oszillators zu iiber-
priifen, kann man z.B. die Energieeigenwerte aus dem Propagator ableiten. Dazu betrachte
man noch einmal die Gleichung (9) und Satz 2.2 ( Propagator als Matrixelement):

K(z,t,x0,t) = ZS% To)n (T —#En(t=to) (51)

Die in dieser Fourierdarstellung von K auftretenden Energieeigenfunktionen ¢, kénnen
durch Umkehrung der Fouriertransformation gewonnen werden. Dasselbe gilt fiir die Eigen-
werte E,, = hw (n + %) Wir méchten dies hier allerdings nicht vorfiithren, da die Rechnung
recht aufwendig ist.
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Satz 5.3 (Der Aharonov-Bohm-Effekt) Gegeben sei ein Doppelspalt mit Spalten 1 und
2, zwischen denen sich ein Magnetfeld B = V x A € R3 mit zugehérigem Vektorpotential A
befindet, in das ein Teilchen mit Masse m, welches sich in diesem Versuchsaufbau befindet,
nicht eindringen kann. Sei x € R® die Position eines Detektors hinter dem Doppelspalt und
7o € R? ein Punkt vor dem Doppelspalt, an dem sich das Teilchen zum Zeitpunkt ty befindet.
Sei ferner S,g? REXR3 — R, i € {1,2} die klassische Wirkung fiir ein Teilchen auf der
klassischen Trajektorie, falls der Spalt j # i geschlossen und das Magnetfeld eingeschaltet
15t.

Dann ezistieren zwei Funktionen A; : R xR — C, i € {1,2}, so dass fiir den Propagator
K(x,t,x0,t0) des Versuchsaufbaus bei eingeschaltetem Magnetfeld B mit zugehorigem Fluss
®p € R und gedffneten Spalten

K (2,1, 70,t) = ehSi0 (Al(t,to) + Az(t,to)e%¢3>

gilt.

Anmerkung Die Funktionen A; und A, beinhalten die Geometrie des Versuchsaufbaus
(Abstand und Breite der Spalte). Die genaue Lage des B-Feldes zwischen den Spalten
geht jedoch nicht in diese Funktionen ein. Mit Hilfe der Pfadintegralformel lassen sich die
Funktionen A; und As prinzipiell bestimmen.

Beweis Sei £: R? x R* — R die Wirkung eines freien Teilchens der Masse m, dann ist
die Lagrangefunktion £’ : R? x R3 — R fiir das Teilchen in dem Vektorpotential A € R?
gegeben durch (vgl. [3])
2
L3, z) = % v SA(@)i = L(d,2) + SA)i (52)
c c

Damit berechnet sich die klassische Wirkung Sj; : R? x R? — R zu

Su(i,z) = / tﬁ(x',x)dt’Jr / tEA(x)x’dt’

to to €

¢
- / L(i, z)dt + / € Ads (53)
to rc
Bei der letzten Umformung wurde die Definition des Kurvenintegrals verwendet. Die Kurve
I’ wird durch z(t) parametrisiert. Fiir B = const. ist A hochstens linear in x und damit ist
die Lagrangefunktion £’ aus Gleichung (52) ein Polynom 2.Grades in = und &. Also kénnen
wir nach der Anmerkung zu Satz 5.1 jeden Propagator, der ein Teilchen mit der Lagrange-
funktion £’ beschreibt, in der Form A(t, to)en (@) darstellen, wobei A : R x R — C eine
Funktion ist, die nicht von z oder & abhéngt. Insbesondere existiert damit - wie im Satz
verlangt - auch eine Funktion A;, so dass der Propagator K7, der ein Teilchen in unserem
Versuchsaufbau beschreibt, wenn Spalt 2 geschlossen und das Magnetfeld eingeschaltet ist,

in der Form L
Kl(l’, i, To, to) = A (t, to)e%skz

22



geschrieben werden kann.

Analog existiert auch eine Funktion As; mit allen verlangten Voraussetzungen, so dass
der Propagator K5, der ein Teilchen in unserem Versuchsaufbau beschreibt, wenn Spalt 1
geschlossen und das Magnetfeld eingeschaltet ist, in der Form

KQ('I7 ta Zo, tO) = AQ(ta tO)e%S}(j)

geschrieben werden kann.
Wegen der Linearitit des Pfadintegrals aus Satz 3.3 ergibt sich fiir den gesuchten Propa-
gator

K(z,t,20,t0) = Ki(z,t,20,t0) + Kao(z,t,20,0)

i o(1) i o(2)
= A1<t,to)eﬁsk} —f-AQ(t,to)Gﬁslj

; i(g@_gm
— i (Al(t,to) + As(t, to)e” (57t ))

= oS <A1 (t,t0) + Aa(t, tO)e%.(fF2 e iAdS)) o4

Bei der letzten Umformung wurde Gleichung (53) eingesetzt. Die Kurven I'y und T’y be-
zeichnen die klassischen Trajektorien eines Teilchens, das von zy nach x durch Spalt 1 bzw.
2 fliegt. Da I'y U T’y eine geschlossene Kurve darstellt, in deren Inneren das Magnetfeld B

liegt, ergibt sich
/ EAds—/ EAds:Ej(I{ AdSZE(I)B
I'y (& I' c c I'ul's c

Einsetzen in Gleichung (54) ergibt
K(QS’, t7 X, tO) = G%SS) (Al(ta tO) + AQ (tv tO)e%q)B) . (55)

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Anmerkung Aus dem obigen Satz zum Aharonov-Bohm-Effekt kann man die explizite
Abhéngigkeit des dort eingefithrten Propagators vom magnetischen Fluss ®p ablesen, der
schliefllich auch in die Wellenfunktion mit eingeht und hinter dem Doppelspalt gemessen
werden kann. Eine Diskussion dieser Abhéngigkeit der Messergebnisse hinter dem Doppel-
spalt von dem Magnetfeld zwischen den Spalten erfolgt zum Beispiel in dem Skript von
Jascha Zapp und Christoph Langenbruch ( vgl. [3] ).
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6 Ausblick

Wir konnten in diesem Skript leider nur einen sehr kleinen Teil der Anwendungen des
Pfadintegrals diskutieren und haben uns auch nur mit nichtrelativistischen Problemen
beschéftigt. An Beispielen, die mit dem Pfadintegralformalismus recht leicht nachgerech-
net werden konnen, wiren noch diverse Versuchsaufbauten bzw. Gedankenexperimente mit
Spalten, Doppelspalten und &hnlichem zu nennen, die z.B. auch Feynman in seinem Buch
( vgl. [1] ) behandelt. Zu den nichtrelativistischen Anwendungen des Pfadintegralforma-
lismus ist zu sagen, dass erst in jiingerer Zeit alle Probleme, die mit der Schrodingerglei-
chung analytisch gelost werden konnen, auch mit dem Pfadintegralformalismus explizit
verifiziert werden konnten ( vgl. [4] ) . Das explizite Losen der Pfadintegrale ist aller-
dings meist etwas miihselig, dafiir sinkt der Aufwand bei numerischen Berechnungen. Die
Monte-Carlo-Methode ist beispielsweise ein wichtiges numerisches Verfahren mit dem Pfa-
dintegrale behandelt werden konnen.

Der Formalismus kann relativistisch verallgemeinert werden ( man kann z.B. mit dem
Propagator der Klein-Gordon-Gleichung beginnen ... ) und vor allem auch fiir Quantenfel-
der formuliert werden. Dabei fithrt man ganz analog zu der ,,Summe iiber alle méglichen
Pfade,, die ,Summe {iiber alle Feldkonfigurationen, ein. Damit erdffnet sich ein grofler
Anwendungsbereich des Pfadintegralformalismus in der Quantenfeldtheorie. Ein weiterer
Anwendungsbereich liegt in der statistischen Mechanik und Thermodynamik, was voraus-
sichtlich im néchsten Seminarvortrag diskutiert werden wird.
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